Correction du devoir surveillé n°8

Paradoxe de Penney (1969)

On consideére une suite infinie de lancers d’une piece équilibrée, c’est-a-dire pour laquelle, a chaque lancer, les apparitions de
« pile » et de « face » sont équiprobables. Les lancers sont effectués de maniére indépendante.

Pour tout entier naturel non nul n, on désigne par P, I’événement « pile apparait au lancer de rang n » et par F,, I’événement
« face apparait au lancer de rang n ». Pour tout entier n supérieur a 3, on note :

Bn=PysNPy1NF,, et U,=|]Bi

On définit aussi, pour tout entier n supérieur a 3, u, = P(U,).

1. Pour n € [3,4+0c0[, By, est ’événement « la configuration « pile, pile, face » apparait a l'issue du n-iéme lancer » et U,

est ’événement « la configuration « pile, pile, face » est apparue avant le lancer de rang n + 1 ». /1

2. On a, pour tout n € [3,+o0[, U, C Ups1 d’ott u,, < upqq par croissance de P. La suite (u,) est croissante et majorée

par 1. D’apres le théoréme de la limite monotone, (u,) converge vers ¢ € [0, 1]. /1

3. Soit n € [3, +oo[. Par indépendance des lancers, P(B;,) = P(P,—2NP,_1NF,) = P(P,_2)P(P,_1)P(F,) = é. /1

4. Soit n € [3,+0[, BuNBpi1 CF,NP,=0; B,NBpyo CF,NP,=0et Byy1NBpio C Fry1 N Puyq =0; donce les
évenements B,,, B, 11 et B, 12 sont deux a deux incompatibles contrairement a B,, et B, 3 car par indépendance des

lancers, P(B,, N Bpt3) = 6%1 d’ott B,, N Byy3 # 0. /1

5. On a directement uz = P(B3) = & puis par incompatibilité deux a deux, ug = P(B3 U By) = P(Bs) + P(By) = 1 et
us = P(B3 U B4 U Bs) = P(B3) + P(By) + P(Bs) = 3. /1

6. Soit n € [5, +o0].
(a) OnaU,NBpt1 = (Up—2UB,_1UB,)NByy1 = (Up—2NBpy1)U(Br—1NBpi1)U (BN Bry1) = Up_oN By,
la derniere égalité découle de 'incompatibilité de B,, 1 avec B,,—1 et B,. De plus, par indépendance des lancers

et donc de U,,_o et B,11, on obtient P(U, N Bpt1) = P(Up—2 N Bpy1) = P(Up—2)P(Bpt1) = %un,g. /1

(b) Un+1 = Un @] Bn+1 d’ou P(Un+1) = P(Un) + P(Bn+1) - P(Un N Bn+1) i.e. Up41 = Un + é(l - un,g). /1

(c) Par passage a la limite dans 1'égalité précédente, on obtient £ = £+ £(1—¢) i.e. | = 1. On peut toujours trouver un
nombre de tirage de sorte que la probabilité que la configuration « pile, pile, face » soit apparue soit aussi proche

de 1 que I'on souhaite. /1

Deux joueurs J et J’ s’affrontent maintenant dans un jeu utilisant la méme expérience aléatoire que
précédemment avec les regles suivantes :
* le joueur J est gagnant si la configuration « pile, pile, face » apparait dans la suite des résultats des lancers, avant
que la configuration « face, pile, pile » n’apparaisse;
* le joueur J' est gagnant si la configuration « face, pile, pile » apparalt dans la suite des résultats des lancers, avant
que la configuration « pile, pile, face » n’apparaisse;;
On se propose de démontrer que, dans ce jeu, le joueur J’ posséde un net avantage sur le joueur J.

7. Pour tout entier n supérieur & 3, on note G,, '’événement « le joueur J est déclaré gagnant & 'issue du lancer de rang
n » et g, la probabilité de G,,.

(a) Ona G3 = Bs et Gy = PPN P, N P3N Fy dolt g5 = P(G3) = § et g4 = P(G4) = 15. Plus généralement, pour

n € [3,4+oo[, on remarque que G,, = Py N P N...P,_1 NF, d’ou, par indépendance, g, = (%)n /1

n
(b) Notons H,, I’événement « le joueur J est déclaré gagnant avant le lancer de rang n+1 ». Ona H,, = U G;. Ainsi,

=3
n n

b= PIH) =S PG =Y g =S (3)" = (1) 2 1oy /n
1=3

=3 =3

1
(c) On a liIJIrl hy, = 1 Sur une infinité de lancer, le joueur J est déclaré gagnant avec une probabilité de % et le
n—-+0oo

joueur J' est déclaré gagnant avec une probabilité de % Le joueur J' a trois fois plus de chances de gagner. /1
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8. La derniéere valeur prise dans la procédure par la variable k est le rang au bout du quel le joueur gagne. On complete
donc le code :

def Quigagne ():
x =0
y =0
k=0
while x < 3 and y < 3:
k =k + 1
r = randint (0,1)
if r == 1:
if x >= 1:
x = 2
else:
x =1
if y >= 1
y = +1
else:
if x == 2:
x = 3
else:
x =
y =1
if x ==
print ("Le joueur J gagne au bout de ’+str(k)+’ etapes")
else:
print ("Le joueur J\’ gagne au bout de ’+str(k)+’ etapes")
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L’ordinateur afficherait donc respectivement pour les trois exemples : "Le joueur J gagne au bout de 5 etapes";
"Le joueur J’ gagne au bout de 8 etapes" et "Le joueur J’ gagne au bout de 7 etapes".
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